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MG DAU

Phan thic hitu ti duge sit dung rong rai trong nhieu linh viie khéc
nhau ctia Toan hoc nhu Giai tich s6, Ly thuyét xap xi, Giai tich, Mo
hinh toan hoc. Mot két qua quan trong ctia phan thic hitu ti 13 moi
phan thic hitu ti déu phan tich duge thanh téng cac phan thic "don
gian". Van dé nay dugc nghién cttu bdéi Johann Bernoulli and Gottfried
Leibniz tit ndm 1972, tit d6 dugc nhiéu nha todn hoc quan tam nghién
cttu va c¢6 nhiéu tng dung. Phan tich phan thic don gidn ctia phan thic

hitu ti 29 trong d6 f(z), g(z) la cac da thiic ¢6 dang

9(x)
x (x
% = p(x) + Z]: %,
trong d6 p(z) la mot da thic va v6i moi j, mau thic g;(z) 1a lay thia
ctia mot da thic bat kha quy va tit thic f;(z) 1a da thic ¢6 bac thap
hon bac ctia da thitc bat kha quy dé.

Luan vin tap trung vao mot sé6 noi dung chinh sau. Truéec hét
tong hop hé théng kién thic vé phan thic hitu ti, su phan tich phan
thic hitu ti. Bén canh viéc tim hiéu phan tich phan thic hitu ti thanh
phan thitc don gidn bang dong nhat, thé gia tri dic biét luan van tim
hiéu phan tich ctia mot s6 16p phan thic dac biet va mot s6 ki thuat
dac biet khac: phan thic c6 cye diém don, cic diém boi [5], [8]; phan
tich phan thic trén truong s6 thuc, phiic; phan tich phan thic mau Ia
da thitc bat kha quy néi chung, bat kha quy bac hai [7], phan tich cta
mot s6 16p phan thite dac biet [11], [12]; k§ thuat sit dung thuat toan
chia, chia theo ly thira tang [9], [6], st dung cong thic noi suy [2], [1].
Luan van trinh bay mot s6 ting dung ctia két qua chinh trong viéc tim
gi4 tri clia biéu thiic dang phan thic hitu ti, tinh nguyén ham ctia phan

thitc hitu ti, chiing minh mot s6 dang thiic lien quan, phan tich phan
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thitc thanh chudi liiy thita. Nhitng ttng dung nay chti yéu duge trinh bay
duéi dang vi du va la su tong hop tit nhiéu nguon tai lieu.

Luan van dugce chia lam hai chuong. Chuong 1 trinh bay mot s
kién thic co sé vé da thic, sy phan tich da thic trén truong, xay dung
truong cac thuong. Chuong 2 1a chuong chinh, luan van trinh bay xay
dung, tinh chat co ban ctia phan thitc hitu ti mot bién; mot sd6 phuong
phép phan tich phan thic hitu ti va ing dung.

Trong sudt qua trinh lam luan van, toéi nhan dude sy hudéng dan
va gitup d6 tan tinh ctia TS. Tran Nguyén An. Toi xin dugde bay t6 long
biét on sau sic dén thay.

Toi xin gti 161 cAm on chan thanh dén quy thay co gidng day 16p
Cao hoc toan khoa 12 da truyen thu dén cho toi nhiéu kién thic va kinh
nghiém nghién cttu khoa hoc.

To6i xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, thang 10 nam 2020,

PHAM THI NHUNG



Chuong 1

Kijén thitc chuan bi

1.1. Pa thic va nghiém cua da thic
Gia st R la vanh giao hoan c6 don vi. Dat
P ={(ag,a,...,an,...) € RN, |a; = 0 v6iidi l6n }.

Ta dinh nghia phép cong va phép nhan trong P nhu sau.
Gia su (CL(), ai, as, . . .), (bo, b1, b, .. ) epP

(CLQ,CLl, ¢ R -)+(b0,b1, ceey bn, .. ) = (a0+b0,a1+b1, . ,CLn-I-bn, .. .),

(ao,al,...,Cln,...)(bo,bh...,bn,...) == (007017---70717---)7
vl Cr = CL()bk + albk_l + -+ akbo = Z Cbibj, k= 0, 1,2, ... Dé théy
i+j=k
do6 la cac phép toan trén P va cung vGi hai phép toan d6 P la mot
vanh giao hoan, ¢6 don vi. Phan tt khong 1a (0,0,0,...), phan ti doi
cia (ag,ay,...,an,...) 1a (—ag, —ay, ..., —ay,...), phan tit don vi la
(1,0,...,0,...).
Ky hieu z = (0,1,0,0,...) € P. D& dang kiém tra dugc
z* =(0,0,1,0,0,...),

z* =1(0,0,0,1,0,0,...),

2¥ =(0,0,...,0,1,0,0,...),

trong d6 2* 1a day c6 toa do thit k + 1 bang 1, con cac toa do khac déu
bang 0. Xét anh xa ¢ : R — P xac dinh béi p(a) = (a,0,0,...) véi moi
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a € R. R6 rang ¢ 1a don cau vanh. Vi thé ta c6 thé coi R nhu la vanh

con ctia P. Tit don cau ¢ & trén, ta c6 thé dong nhat
(0,...,0,a,0,...) = (a,0,0,...)(0,...,0,1,0,...) = az",

trong d6 vi tri thit &+ 1 cta (0,...,0,a,0,...) la a, con cac vi tri khac
1a 0. Vi thé mdi day (ag, a1, . ..,a,,0,0,...) cia P dugc dong nhat véi
biéu thic ag + a1z + asx® + - - - + a,x". Ta thuong viét phan ti cia P
theo s6 mil tang dan hodc gidm dan, tidc 1a viét ag + a1z + - - - + a, 2"

hoac a,x" + - - - + a1 + ay.

Dinh nghia 1.1.1. Vanh P dugc goi 14 vanh da thic cia an z lay hé
tit trong R, hay van tat vanh da thic clia an z 1ay heé ti trong R, va ky
hiéu 1a R[z]. Cac phan tit ctia vanh d6 goi 1a da thic ctia an x 1ay hé ti
trong R va thudong duge ky hieu béi f(z), g(x), h(x),... Trong mot da
thic

flx) =apx" + - + a1z + ao,

cac a;, v = 0,1,...,n goi la cac hé tu cia da thic. Cac a;x" goi la cdc

hang ti cia da thic, dac biét ag goi la hang tu tu do.

Néu a,, # 0 thi a,, duge goi 1a hé i cao nhat ctia f(x) va n dude
goi 1a bdc cua f(x). Ta ki hieu bac ctia f(x) la deg(f(z)). Ngusi ta
thuong quy uée bac cua da thic 0 la —oo. Mot da thiic khac 0 duge goi
1& monic néu hé s6 cao nhat ctia n6 1a 1. Cac da thitc bac 0 dude goi 1a
da thitc hing. Cac da thiic bac 1 dude goi la da thic tuyén tinh.

Biang quy nap ta c6 thé xay dung vanh da thtc n an z, ..., T, 1ay
hé ti trén R, ky hieu R[xq, ..., z,].

Két qua sau day suy ra ngay tit dinh nghia ctia phép cong va phép

nhan cac da thiic.

B6 dé 1.1.2. Vdi moi f(x),g(x) € R[x], ta co

deg(f(z) + g(x)) < max{deg(f(x)),deg(g(x))};



deg(f(z)g(x)) < deg(f(x)) + deg(g(x)).

Néu R la mién nguyén thi

deg(f(z)g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x)).

Hé qua 1.1.3. Néu R la mien nguyén, thy R[x] ciing la mién nguyén.

Dinh 1y 1.1.4 (Chia v6i du). Cho f(z),g(x) € Rlx], vdi R la mot
truong va g(x) # 0. Khi dé ton tai duy nhdt hai da thic q(z) va r(x)
thuoc R[z] sao cho: f(x) = g(x)q(z) + r(x) va degr(x) < deg g(x).

Chua y 1.1.5. Da thiic g(x) goi 1a thuong va r(z) goi la du ctia phép
chia f(x) cho g(z).

Dinh 1i trén van dung khi R 1 mién nguyén va hé s6 cao nhat ctia
g(z) kha nghich trong R.

Trong thuat toan chia véi du trén day, néu cac hé s6 cia f(x) va
g(x) la nhing s6 thyc (tuong ting hitu t1) thi cac hé s cia cac da thic
fi(z), ..., fe(z), va vi vay cé cac hé s6 clia thuong ¢(z) va du r(z) déu

la thyuc (tuong tng hitu ti).

Dinh nghia 1.1.6. Gia stt R la vanh con ctia vanh S, va f(x) = a,z" +
-+ a1z + ap 1a mot da thic trong R[x]. V6i moi phan tit o € S, ta
ki higu f(a) = a,@” + -+ aja+ ap € S. Phan tt @ € S duge goi
1a nghiém cia f(x) néu f(a) = 0. Trong truong hop nay ta cling noéi «
14 mot nghiém clia phuong trinh f(x) = 0 trén S. Tim cac nghiém cta

f(x) trén S dugce goi 1a gidi phuong trinh da thic f(x) = 0 trén S.

Dinh ly 1.1.7 (Dinh ly Bézout). Cho R la mot mién nguyén, f(x) €
R[z],« € R. Diéu kién can va di dé o la mot nghiém cia f(x) la f(x)
chia hét cho (x — a).

Dinh nghia 1.1.8 (Nghiém boi). Cho f(z) € R[z],a € R,k € Z,k >

1. Ta goi a la nghiém boi k ctia f(x) néu f(x) chia hét cho (z — a)F



k+1

nhung khong chia hét cho (x — )" nghia la:

{f(:v) = (v — )*g(z),Yz € R,
g(a) # 0.

Néu k = 1, ta goi a 1a nghiém don hay con goi nghiém, néu k = 2, ta

goi o la nghiém kép.

Dinh 1y 1.1.9. Cho R la mot mién nguyén. Cho 0 # f(x) € R[z] va
ai, as, ...,a, € R la cic nghiém phan biét cia f(x). Gid si a; la nghiém
boi k; cia f(x) vdii=1,2,...,r. Khi dé ta c6

f@) = (- a)" (2 — a2)"™ ... (2 — a,) " g(),
trong do g(z) € R[z] va g(a;) # 0 vdi moii=1,...,r.

Hé qua 1.1.10. Cho R la mot mién nguyén va f(x) € R[x] la mot da
thitc khac 0. Khi dé s6 nghiém cia f(x), méi nghiém tinh vdi s6 boi ciia

no, khong vugt qua bac cia cia f(x).

Heé qua 1.1.11. Cho R la mién nguyén va f(x), g(x) € R[], trong dé
deg(f(x)) < nwadeg(g(z)) < n. Néu f(x) va g(x) ¢ gia tri bang nhau
tai n + 1 phan ti khdc nhau cia R thi f(x) = g(x).

Chi ¥y rang néu R khong 134 mién nguyén thi He qua 1.1.11 khong
con ding nita. That vay, chon R = Zg, vanh cac 16p thang du theo
modun 6. Chon f(x) = 3z va g(z) = 322 Ta c6 deg(f(x)) = 1 va
deg(g(x)) = 2, tic 1a deg(f(x)),deg(g(x)) < 2. Dé thay f(z) va g(z)
déu c6 3 nghiem phan biét 0,2, 4 trong Zg, tiic 1a ching nhan gia tri
nhu nhau tai 3 diém phan biét, nhung ching khong bang nhau.

1.2. Pa thic bat kha quy va su phan tich

Gia st R 1a mot mién nguyeén. Trude khi trinh bay khai niem da
thiic bat kha quy, ching ta nhac lai khai niém phan ti bat kha quy

trong mot mién nguyén. Cho a,b € R. Ta néi a 1a wdc cia b néu ton



tai ¢ € R sao cho b = ac. Mot udc a cltia b dugce goi 1a ude thuc su néu
b khong 1a u6c clia a. Phan tit p € R dudce goi 1a phan tii bat khd quy
néu n6é khac 0, khong kha nghich va khong c6 uée thuc sy. Tu day ta
c6 khéi niem da thitc bat kha quy trong vanh da thic R[z]. Chu § rang

R[z] 1a mién nguyén.

Dinh nghia 1.2.1. Cho f(z) € R[z] la da thic khéc 0 va khong kha
nghich. Ta n6i f(z) 1a bat khd quy trén R néu n6 khong c6 ude thuyc su.
Ta n6i f(x) 1a khd quy néu f(x) c6 uée thuc sy.

Chi ¥ rang tinh bat kha quy ciia da thiic phu thuoc vao vanh co
s6. Chang han, da thic 22 + 2 1a bat kha quy trén truong Q. Tuy nhién
2x + 2 khong bat kha quy trén vanh Z bdéi vi cac da thitc 2 va o+ 1 déu
1a wéc thuc su clia 2z + 2. Tuong tu, da thitc 22 + 1 1a bat kha quy trén
R nhung khong bat kha quy trén C.

Bo dé 1.2.2. Da thiic f(x) la bat khd quy néu va chi néu f(x +a) la
bat khd quy vdi moi a € R.

Tt nay dén hét tiét nay ching ta lam viéc véi da thitc c6 cac he
s6 trén mot truong K. Trong trudng hop nay, cac da thiic hing khac 0
déu kha nghich. Do dé ta c6 ngay két qua sau.

B6 dé 1.2.3. Da thic f(x) vdi hé so trén mot truong K la bat khd quy
néu va chi néu deg f(x) > 0 va f(x) khong phan tich dugc thanh tich
cta hai da thic co bac bé hon.

Sau day la tinh bat kha quy ctia cac da thiic bac thap.

Bo6 dé 1.2.4. Trén mot truong K, cic phdt biéu sau la ding.

(i) Da thitc bac nhat luon bat khd quy.

(ii) Da thic bac 2 va bac 3 la bat khd quy néu va chi néu né khong cé
nghiém trong K.

Chi ¥ rang phat biéu (ii) trong bo dé trén la khong ding cho
truong hop bac ctia da thiic 16n hon 3. Cu thé, néu f(x) bac 16n hon 3
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va ¢6 nghiem trong K thi f(x) kha quy. Tuy nhién, ton tai nhiing da
thitc khong c6 nghiém trong K nhung van kha quy. Chang han da thiic
(2 + 1)? khong c6 nghiém trong R nhung né kha quy trén R.

Trong phan cudi clia muc ndy, ching ta trinh bay mot s6 tinh chat
ciia da thitic bat kha quy trong vanh da thic K[z] tuong ty nhu tinh
chat ctia s6 nguyeén tb trong vanh Z cac sé nguyen. Trudce hét, Bo dé
Euclid (hay Dinh li tht nhat ctia Euclid) phat biéu rang sd tu nhien
p > 114 s6 nguyén t6 néu va chi néu p 1a ude ciia ab kéo theo p 1a uéc
clia a hodc p 1a uéc clia b v6i moi a,b € N. Ménh dé sau day 1a dieu
tuong tu cho da thiic bat kha quy. Cho thuan tién, néu f(x) la uée cta
g(x) thi ta viét f(x)|g(x).

Meénh dé 1.2.5. Cho p(x) € Klz] la da thiic c6 bic duong. Khi dé
p(x) bat khd quy néu va chi néu p(z)|a(x)b(x) kéo theo p(x)|a(x) hodc
p(x)|b(x) vdi moi a(x),b(x) € K[x]. Ddc biét, néu da thic bat khd quy
p(x) la wéc cia mot tich hiu han da thic thi p(x) phdi la ude cia it

nhat mot trong cac da thic dé.

Dinh li co ban ciia s6 hoc néi ring méi sé tir nhién 16n hon 1 déu
phan tich dugc thanh tich cac thita s6 nguyén t6 va sy phan tich nay 1a
duy nhat néu khong ké dén thit tu cac thira s6. Két qua sau day 1a mot
su tuong tir d6i véi da thic.

Dinh ly 1.2.6. Cho f(x) € K[z| la da thic vdi hé s6 cao nhat la a,.
Khi dé ton tai phan tich f(x) = a,fi(z)... fu(x) vdi fr(z),..., fr(T)
la cdc nhan ti bat kha quy dang chudn, va su phan tich nay la duy nhat

néu khong ké dén thi tu cdc nhan ti.
1.3. Truong cac thuong

Trong muc nay ta gia thiét R 14 mién nguyén. Truong cac thuong
ctia mot mién nguyén R duge xay dyng tuong tu nhu xay dyng truong

s6 hitu ty ti mién nguyén Z. Ta trinh bay chi tiét xay dung truong cac



